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onde
P =7(p—Bj1) (1.24)
g1 =(j1 — Bp)
Jg = J2
Js = Js

A conclusao a que chegamos é que o campo magnético e elétrico fazem parte de uma
mesma entidade, se misturando de acordo com as regras acima, a depender do referencial
inercial em que se observa o evento. O mesmo ocorrendo com relagao a carga e a corrente

elétrica.

1.2.3 O grupo de Lorentz e o espago de Poincaré-Minkowski

“On voit que, dans cette transformation, l'axe de x joue un réle particu-
lier, mais on peut évidement construire une transformation ou ce role serait
joué par une droite quelconque passant par l'origine. L’ensemble de toutes ces
transformations, joint a l’ensemble de toutes les rotations de [’espace, doit for-
mer un groupe; mais, pour qui’il en soit ainsi, il faut que £ = 1, et c’est ld une
conséquence que Lorentz avait obtenu par une autre voie.” — Henry Poincaré
1906 ([80]).

Com isso, Poincaré se antecipa a Hermann Weyl (cf. [90, 91]) e percebe que as equagoes
do eletromagnetismo sao conformemente invariantes, i.e., sdo invariantes também por
dilatacoes e contracoes. No entanto, ele usa um argumento de simetria para mostrar
que, do ponto de vista fisico, as tnicas transformacoes de Lorentz que nos interessam sao
justamente aquelas em que ¢ = 1, se antecipando aqui também as criticas que Einstein
faria a respeito do modelo conforme de Weyl ([85, §5]). De fato, se um referencial Ry se
afasta do referencial R; com velocidade constant v ao londo eixo x, entao o mesmo se da
quando se observa o referencial R; a partir do Rs, apenas com velocidade —v. Dessa forma,
as leis naturais observadas no segundo referencial a partir do primeiro, sao inteiramente
simétricas as observadas em R; a partir de Ry. Como estas leis se correlacionam através
de uma transformacgao de Lorentz e de sua inversa, esta simetria s6 serd preservada se
¢ = 1. Note que essa simetria é uma consequéncia imediata do principio da relatividade

enunciado por Poincaré em 1904.

“Nous pouvons encore engendrer notre groupe d’une autre maniere. Toute
transformation du groupe pourra étre regardée comme une transformation de

la forme:

' =Lly(r—Bt); y =Ly, 2 =Lz V' =Ly(l - Pr) (139)
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precedé et suivie d’une rotation convenable.

Mais pour notre objet, nous ne devons considérer qu’une partie des trans-
formations de ce groupe; nous devons supposer que ¢ est une fonction de [3;
is s’agit de choisir cette fonction de facon que cette partie du groupe, que
j’apellerai P, forme encore un groupe.

Faisons tourner le systéme de 180° autour de l'aze des y, nous devrons
trouver une transformation qui devra encore appartenir a P. Or cela revient
a changer le signe de x,x',z et 2'; on trouve donc ainsi (pour les relations
(139):

' =ly(x+ pt), =Ly, 2=4Lz; t'=0y(t+ px) (140)

Donc ¢ ne change pas quand on change 3 en —f .

Dautre part, si P est un groupe, la substituition inverse de (139), qui

s’écrit:
=T+ pt); Yy =4 =% t'=7(t+p) (141)
devra également appartenir a P; elle devra donc étre identique a (140), c’est
a dire que:
1
(= -
14

On devra donc avoir { = 1.”— Henry Poincaré, 1906 ([80, §4]).

Como acabamos de ver, as leis do eletromagnetismo nao se alteram quando realizamos
uma mudanca de coordenadas determinada por uma transformacao de Lorentz. Acon-
tece que estas mesmas leis também nao se alteram por intermédio de rotacoes no espago

tridimensional. Portanto, é natural que o espacgo destas transformacoes determine um
grupo.

“Le concept de groupe mathématique est a la base de la théorie de la relativité
restreinte” — Wolfgang Pauli ([73], [53, p. 26]).

Vamos chamar o grupo gerado pela composicao entre rotacao de R? (i.e., elementos de
grupo ortogonal O(3)) e transformagoes de Lorentz da forma (2.4) de grupo de Lorentz e
denotéa-lo, momentancamente, por G.

A primeira observacao que Poincaré faz a respeito deste grupo é que ele preserva o
2-tensor simétrico J: R* x R* = R dado por

Jﬁ = d.To @ dl’o - dl’l ® d.Z'l - dZ’Q &® dZ’Q — dﬂ?g & dxg,

para todo z,y € R*. Isso nos permite definir a forma quadratica J3: R* — R dada por
J%(z) = Je(x, ).
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Definigao 1.9 O espago vetorial real quadrimensional (R*, J) munido da (pseudo) métrica

de Lorentz induzida pela forma quadrdtica
Il = J2 = dag — daf — daj — dag
serd chamado de espaco de Poincaré-Minkowski e serd denotado por R'3.

Definigao 1.10 Diremos que um operador linear T: RY — RY3 ¢ uma isometria se
preservar a métrica de Lorentz. O espaco das isometrias inversiveis de RY® forma um

grupo que serd denotado por O(1,3).
Proposicao 1.11 Se T' € G, entao
Je(T(x), T(y)) = Je(z, y)
para todo x,y € R*. Em outras palavras, Gy C O(1,3). Em particular,
JHT () = JZ ().

Demonstragao. Sem dificuldade é possivel mostrar que uma rotacao espacial preserva J.,
uma vez que preserva a métrica euclideana da cépia de R? dada por {t} x R3. Por outro
lado, como 7' é uma tranformacao linear e J,; uma forma bilinear, entao suas matrizes na

base canonica assumem, respectivamente, as seguintes formas:

-1 0 0 0 v =By 00
0 1 00 —By v 00
[Je] = , T]=
0 010 0 0O 10
0 001 0 0 01
Assim, basta-nos mostrar que [T [J;][T] = [J¢]. De fato,
-1.00 v =80 -y 80
[JelT]=1| 0 10| | =8 v O0|=|-8 v 0/,
0 0 I 0 0 I 0 0 I
de onde segue que
v B 0| [ = 8 0
T[Tl =| =8 v 0| =8 ~ O
0 0 I 0 0 I
[ 3242 — 42 0 0 100
_ 0 23242 0 | = 0 1 0| =]I[J],
0 0 I 0 01

uma vez que v = 1/4/1— 5% =

A reciproca do resultado anterior é bem mais envolvente e sua verificagao tem uma
dificuldade técnica intrinseca que foge ao escopo deste texto. Para uma demonstracao,
ver ([38, Theorem 2.6.]).
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Teorema 1.12 Seja T € O(1,3) e [T] sua matriz na base canénica, entdo [T'] se decompoe

e 0
0 Q |’

na forma

€

sinha cosha 0
0o P

0 0 I

cosha sinha 0
[T] = [

onde e = %1, P € O(3), @ € SO(3) e« € R.

Note que ao tomarmos « := In~y(1 — ), obtemos a relacao
[ v B ] _ l cosha sinha ]
-6 v sinhaw cosha |’
de onde segue a reciproca da Proposi¢ao 1.11, i.e.,
G = 0(1,3).

Doravante, iremos nos referir a ambos como o grupo de Lorentz.

Observagao 1.13 Se adicionarmos aos geradores do grupo de Lorentz as translacoes espa-
ciais e temporais, entao teremos um novo grupo, que serd chamado de grupo de Poincaré
e denotado por Gp. Naturalmente, todo elemento do grupo de Poincaré pode ser decom-
posto como a composicdo de uma translacdo espacial, uma temporal e um elemento do
grupo de Lorentz. A importancia desse grupo surge quando interpretamos a equivaléncia
entre referénciais em termos de sistema de coordenadas. Os cociclos de transi¢ao da va-
riedade definida pelas cartas coordenadas serd um elemento do Gp. Note que o grupo de

Poincaré também deiza invariante as equacoes de Maxwell.

A invariancia da métrica por transformagoes de Lorentz sugere a mesma invariancia

por parte de sua diferencial.

Definigao 1.14 Diremos que dois quadrivetores v = (vg, vy, v2,v3) € RV e v’ = (v), v}, vh,v4) €

RY sdo covariantes se

para todo T € O(1,3).

Proposigao 1.15 Seja T' uma transformacao de Lorentz, entao
dJZ (T(x)) - T(v) = dJi(x) - v

para todo © € RY? ¢ todo quadrivetor v.
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Demonstragao. Seguc da bilinearidade da métrica de Lorentz que
dJ2(x)  w = 2J;(x, w)
para todo quadrivetor w. Logo,

dJZ(T(x)) - T(v) = 2Jp(T(x), T (v))
=2J;(x, (v))
— Q) - (v).

1.2.4 Quadrivetores e os invariantes do eletromagnetismo relativistico

Uma vez que ja nao dispomos de um espaco absoluto com tunico sistema de cordena-
das, precisamos identificar as grandezas fisicas que possam substituir aquelas no modelo
newtoniano do eletromagnetismo devido a Faraday e Maxwell.

Com relagao aos invariantes, note que o primeiro deles é a prépria métrica de Lorentz
(cf. Proposigao 1.11), que associa uma tinica nogao de comprimento a pontos em R3
a partir das entradas do vetor, independentemente do referencial escolhido. Na esteira
da métrica de Lorentz, Poincaré identifica uma série de invariantes pela acao do grupo
de Lorentz relacionados a grandezas fisicas. Chegaremos aqui aos mesmos resultados
por meio de métodos talvez menos intuitivos, nos utilizando do poderoso ferramental
matematico desenvolvido durante o século que nos separa.

O espago-tempo relativistico. Naturalmente, os primeiros quadrivetores invariantes sao
aqueles determinados pela prépria nocao de espago-tempo, i.e., ' = T(x). Além disso,

segue da Proposigao 1.11 que a expressao
g J2(x?) = 2} — 2] — x5 — 23, (1.25)

¢ um invariante que nao depende do referencial escolhido.

Carga e corrente relativisticos. Recorde que o principio da relatividade nos assegura a
preservacao das equacgoes de Maxwell-Heaviside em vista das transformacoes de Lorentz.
Como consequéncia imediata, temos a relacao (1.24). Em outras palavras, os quadrivetores

(', J") e (p,J) sao covariantes, i.e.

(0'.3") =T(p,3).

onde j = (j1, j2, J3) = pv é o vetor de corrente elétrica induzida pela densidade de corrente

p. Em particular, segue da primeira entrada desta equacao que

p=p(1 = Bu,). (1.26)



20 CAPITULO 1. O ELETROMAGNETISMO E A RELATIVIDADE RESTRITA

Em resumo, assim como o campo elétrico se mixa com o campo magnético, a carga e a
corrente e fundem num sé objeto chamado de quadrivetor carga-corrente. Em particular,

segue imediatamente da Proposicao 1.11 que
pr—3t=0" =i = — 7 (1.27)

¢ um invariante que nao depende do sistema de coordenadas.

Finalmente, note que a relagao acima nos diz que
p(L,0)=(p,J)=T(p,J) = pT(1,0).
Em outras palavras,

(1 — Bug)(1,v") = T(1,v)

Vamos investigar melhor essa relacao e obter novos quadrivetores covariantes a partir da
velocidade.

Velocidade e tempo relativisticos. Comecemos observando que as velocidades do méoveis
em referenciais inerciais correspondem a v = (v;, vy, v;) e v' = (v}, v,,v,) e satisfazem as

relacoes

, dx  dx'dt v, —f

Ty T dtar T 1- pu,
dy  dy dt v
r_ 9 _ Y 1.28
W T dtdr (1 — Boy) (1.28)
, d2 dZdt U,

STy T drdr T (= Bu,)

E natural imaginarmos que a expressao da relacao entre essas velocidades esteja interligada
a transformacao de Lorentz de alguma forma. De fato, temos

y =By 00 1 v(1 = Buy) 1
o o Uz_ﬁ
T(1v) = By v 00 ve | _ | (= B) (1= Bu) | TP
0 0 10 u
Uy Uy ~(1—Bug)
0 0 0 1 v, v, W(lfzﬁvx)
= 7(1 - 5”1)(17 ’l)/>

Dessa forma,
Y(1 = Bog) [(1, V)], = 1T(L,v)ll; = I(1,v)]l -
uma vez que (1 — fv,) > 0. Logo

(1,v) _ 1 _ (1,v)
g (||<1,v>||£> ST B Lo, ) = el
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Isso mostra que da mesma forma que & = (¢,r) corresponde a &' = (#',1'), temos U =
() (1))
(L)l (ICRCI] P

correspondendo a U’ = ie.,

T(U)=U". (1.29)

Em outras palavras, U e U’ sdo covariantes. Por outro lado, segue imediatamente da
Proposicao 1.15 que
472 (T(@)) - T(U) = dJ3(@) - U

para todo ¢ € R'3 e U = ﬁ Em outras palavras, a expressao

xr-v _ o — T1UV1 — LU — T3V3 (1 30)
V1—v? V1—v? 7 '
nao depende de referencial. Finalmente, se U,U, e U’, U’ sao covariantes, i.e., se U' =
T(U) e Uy =T(U,), entao segue da Proposicao 1.11 que

JE(Ulv Ull) = J,C(T(U)7T(U1)) = JL‘(U7U1)‘

Em outras palavras, a expressao

1—v-v;

V1—v2/1 —v?

(1.31)

nao depende do referencial.

Em resumo, Poincaré nos chama a atengao para o fato de que as equagoes (1.25), (1.27),
(1.30), (1.31) e as expressoes que delas derivam determinam fungoes que sdo invariantes
com respeito as transformagoes de Lorentz. Portanto, representam grandezas fisicas que
independem do referencial (cf. [80, §9]).

Observagao 1.16 Segue imediatamente das equagoes (1.28) que a velocidade da luz é cons-
tante em qualquer referencial inercial. Primeiramente, recorde que, por uma questdo de
simetria, convencionamos a velocidade da luz como ¢ =1 numa certa unidade de medida
de velocidade (isto pode ser feito modificando-se a unidade de comprimento, ou de tempo,

ou ambas). Dessa forma, se num referencial S temos v, =c=1, v, =v, =0, entao

Uy

v =—">Y =0,
Y ’7(1 - ﬁvx)
/ Uz
V= — =0,
v(1 = Bo,)
enquanto que
— c— ¢ 1—v
’U;:U'T /8: UC: 'Ul :1:0_
1-— sz 1-— <C — T]'

onde 3 =% ev € a velocidade de deslocamento entre os referenciais S e S'.
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Tempo proprio e quadrivelocidade. Passaremos agora a um conceito introduzido por H.
Minkowski em 1908 ([60]). Em relatividade, o tempo préprio de uma trajetéria v C R'?
¢ aquele medido por um relégio disposto ao longo da trajetéria. Em termos do espaco-
tempo quadrimensional, o tempo préprio é andlogo ao conceito de comprimento de arco
de uma trajetoria tridimensional. Portanto, tal grandeza independe de referencial. Por
convencao, esse tempo é designado pela letra grega 7, a fim de distingui-la de coordenada
t de um referencial inercial qualquer. Em contrapartida, o tempo ¢ entre dois eventos
é aquele medido por um observador usando seu proprio método de assinalar o tempo a
um dado evento. No caso particular de um observador inercial (relatividade restrita), o
tempo é medido segundo as coordenadas deste observador e usando seu préprio relogio e

sua propria nocao de simultaneidade.

Definigao 1.17 A trajetoria de um corpo € descrita por uma curva parametrizada x: I —
RY3. tal que a composicao da parametrizacio com a aplicacio t: R — R, que € a
projecao no eixo t, é um difeomorfismo. Tal curva é chamada linha de universo. O valor

tox: I — R € chamado de tempo do referencial, e o valor:

1 dx; d:r] dxo dxl 2 dxo 2 dxs 2
B C/I\/g”(x(s)) ds ds /\/ ds) a ( ds) ~ \Uds ds

¢ chamado tempo proprio do corpo.

Facamos agora uma pequena pausa para compreendermos melhor como esse compri-
mento estd relacionado com o tempo dado por um relégio posicionado ao longo de uma
trajetéria no espaco-tempo relativistico. Considere uma trajetéria v C R dada por um
segmento de reta (segundo Minkowski, tal trajetdria se refere a um objeto em movimento
inercial, i.e., que se desloca com velocidade constante do referencial de um observador fi-
xado). Vamos agora mostrar que é possivel escolher um referencial inercial {eg, e;, ez, €3}
ao longo da trajetoria v de tal forma que e, seja tangente a . De fato, apds tomarmos um
referencial inercial qualquer sobre a trajetoria retilinea, basta-nos realizar uma rotagao, a
fim de reposicionarmos ey tangente a esta trajetéria. Como as rotagoes assim escolhidas
sao elementos do grupo de Lorentz, nosso referencial sera na verdade um referencial iner-
cial. Uma vez que o tempo de tal relogio é aquele medido em um referencial cuja dire¢ao
eo (i.e., da coordenada do tempo) estd sempre tangente a esta trajetéria v C RY3, entao
a projecao nas coordenadas e;, j = 1,2,3, sera nula, o que mostra que nesse sistema
de coordenadas nao ha movimento do corpo ao longo da trajetéria, mas unicamente o
transcorrer do tempo. Por isso, a conclusao de que o tempo nesse referencial coincide com
o tempo préprio (comprimento da trajetoria ) e mede o tempo do relégio disposto neste
referencial.

Note ainda que o conceito de tempo proprio pode ser estendido a uma trajetéria

acelerada (i.e., que nio seja dada por uma linha reta em RY3) com a mesma definicao
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e as mesmas interpretagoes, com a unica diferenca de que nao podemos mais falar em

referenciais inerciais.

Retornando a defini¢ao acima, vemos que
/ drrg darl dey\ dl“?, ?
— ds
ds ds ds
/ 2 da: Y (dy\? (dz
ds
ds ds ds

de onde segue que

T ) (- G =[]

Aplicando-se a regra da cadeia, vemos que

dz, (dT)_l c

o _ (7) — ¢ 1.32
o~ 0ol (12)
dv; _dw; dt v

dr —dt dr o [[(1LY)]], (1:33)

para ¢ = 1,2,3. Em resumo, intrinsecamente associado a nocao de tempo proprio esta o
conceito de quadrivelocidade.

Definicao 1.18 A wvelocidade relativistica, também chamada de quadrivelocidade, ¢ obtida

a partir da tazxa de variag¢ao da linha do tempo com relagao ao tempo proprio, i.e.,

dx; 1 1 v
U=—"=U= : -] eR"Y.
dr ‘ <||(17%) (L2, C)

Note que a quadrivelocidade é invariante por transformacoes de Lorentz. De fato,

como

entao segue de (1.29) que
U =T(U).

Observagao 1.19 A quadrivelocidade tem norma constante igual a ¢ na métrica de Lo-
rentz.
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Forga e trabalho relativisticos. Vejamos agora como se comporta a forca de Lorentz em
vista de uma mudanca de coordenadas estabelecida por uma transformacao de Lorentz.
Nossa expectativa é a de que as trés componentes da forca aparecam como as coor-
denadas espaciais de uma quadrivetor. Antes de mais nada, vamos carcular as funcoes
coordenadas da for¢ca de Lorentz nos dois sistemas de coordenadas distintos. Comece-
mos pelas coordenadas de f = (f1, f2, f3) = p(E+vxB). Iremos iniciar pelo célculo do

seguinte produto vetorial:

€1 €y €3
ploxB)=| v vy v3
By By Bj

= <U2B3 — Ung)el — ('UlBg — U3Bl)€2 + (’UlBQ — 0231)63.
Segue que
f1 p(El + Ung — U3Bg)
fQ p(EQ - ’UlB3 + UgBl) (134)
J3 = p(E3 +v1By — v2B1)

Passemos agora ao calculo de f' = p/(E'+v' x B’). Comecemos calculando o seguinte

produto vetorial:

e € €3
sy N o -8 v
P ('U X B) - 1vi,6’111 7(132,3'01) 7(13?;31’1)
By yBs+BE3 B3 —BE;
, eq €9 €3
I
T -

B YBy +BE3 Bz —y0E»
= pl(yvaBs — yBva By — yus By — yPBusE3) €
Y(v1 = B)(vBs — vBE2) — v3B1) €2
Y(v1 = B) (VB2 +v8E3) — v2B1) €3]
= py[(vaB3 — BvaEy — v3By — Bugks) e
— ((v1 = B)(vBs — vBE2) — v 'v3Bi) e
((v1 = B)(vBy + yBEs) — v 02 By ) es].

_|_

Por outro lado, temos
P'E = py(1 — Bu)[Erer + (YEy — vBBs) ea + (vE3 + 76DB) e).
Temos entao
f1 = py[EL — Bui By + v,Bs — fug By — v3By — BusEs)
=~f1 — vBp[v1E1 + vy By + v3Es]
=7J1 —7BJo,
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onde fy é o trabalho realizado por f na direcao v, i.e.,
fo=Ff-v=pE- -v=pvl +vE;+vsFs].

Por outro lado,

fy = pl(1 = Bor) (vE2 —4BBs) — (v1 — B)(vBs — 1BE2) + 7~ 'vs Byl
= py[vE2 —vBBs — yBv1Es + v8%v1Bs — (yv1Bs — yBu1 By — 78B3 + 752E2> + ’Y_IU:’,Bl]
= [V Ey — 2By + y5*01Bs — yu1 By + 7 lv3 By
= plr*(1 = %) Es —7*(1 = 8%)u1Bs + v3B1]
= p[Ey — v1 B3 + v3B]
= f2

Analogamente, temos

fa =1 = Bor) (YEs +yBBs) + (v — B)(yBa + 78Es) — v vy By]
= 0[VEs + v8By — vBv1Es — v5°01 By + (Y01 By + yfv1 Es — 4By — v5°E3) + 7 v By
= [V Es — 2 Es — v5%01By + yv1 By — 7 v By
= p[y*(1 = B)E3 +7*(1 = )01 By — v2B1]
= p|Es + v1 By — v3By]
= /3

Em resumo, temos

fi=7f—8f
fo=1
fo= 13

Uma vez que fy aparece na expressao acima, vamos entao calcular a expressao de f{,

na esperanca de ver surgir dai o nosso quadrivetor covariante. De fato, temos

fé — f/ . 'UI
— p/E/ . v/
- vy —f3 U2 U3
=py(1 - 5%)[(1 — Bm) By + <m> (vE> —v8Bs) + (m) (vEs + v8Bs)]

= p[y(v1 — B)E1 + vy (YEy — v8Bs) + v3 (vE3 + 78 Bs3)]
= p[fo — B(E\ + v3Bs — v3Bs]
= plvfo — VB[]
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Segue que

vy =By 00 fo vfo— B 1
—By v 00 Ll _|vh=Bvfh| | K
0 0 10||m| o |
0 0 01 I3 I3 I3

Acabamos de verificar entao o seguinte resultado:

Proposigao 1.20 Sejam fo = f-v e f5 = f' - v os trabalhos de f e f' nas diregoes
v e v/, respectivamente, entio os quadriveores (fo, f) e (fb, f') sao covariantes. Mais

precisamente, temos
(fo, F') =T (fo. £).

Como consequéncia imediata do resultado anterior e das Proposigoes 1.11 e 1.15, con-

cluimos que as seguintes expressoes nao dependem do referencial
2 2
f() - .f ) fOt - f T,

onde f2=f2+f2+flex=I(tr).
O quadrivetor F; = (fo, f) = (f - v, f) é também chamado de hiperforga de Lorentz.

1.3 A gravitacao relativistica

“Lorentz a donc été obligé de compléter son hypothese en supposant que les
forces de toute origine, et en particulier la gravitation, sont affectées par une
translation (ou, si l'on aime mieuz, par la transformation de Lorentz) de la
méme, maniere que les forces électromagnétiques.

1l convient maintenant d’entrer dans les détails et d’examiner de plus pres
cette hypothese. Si nous voulons que la force newtonienne soit affectée de
cette facon par la transformation de Lorentz, mous ne pouvons plus admettre
que cette force dépend uniquement de la position relative du corps attirant et
du corps attiré a l'instant considéré. Elle devra dépendre en outre des vitesses
des deux corps. Et ce n’est pas tout: il sera naturel de supposer que la force
qui agit a linstant t sur le corps attiré, dépend de la position et de la vitesse
de ce corps a ce méme instant t; mais elle dépendra, en outre, de la position
et de la vitesse du corps attirant, non pas a l'instant t, mais a un instant
antérieur, comme si la gravitation avait mis un certain temps a se propager”
— Henri Poincaré, 1905 ([80]).

“Most likely it would be unsatisfactory if the new understanding of the
concept of time, which is characterized by the freedom of the Lorentz transfor-

mations, is applied to only a branch of physics.



