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Acabamos de verificar entao o seguinte resultado:

Proposigao 1.20 Sejam fo = f-v e f5 = f' - v os trabalhos de f e f' nas diregoes
v e v/, respectivamente, entio os quadriveores (fo, f) e (fb, f') sao covariantes. Mais

precisamente, temos
(fo, F') =T (fo. £).

Como consequéncia imediata do resultado anterior e das Proposigoes 1.11 e 1.15, con-

cluimos que as seguintes expressoes nao dependem do referencial
2 2
f() - .f ) fOt - f T,

onde f2=f2+f2+flex=I(tr).
O quadrivetor F; = (fo, f) = (f - v, f) é também chamado de hiperforga de Lorentz.

1.3 A gravitacao relativistica

“Lorentz a donc été obligé de compléter son hypothese en supposant que les
forces de toute origine, et en particulier la gravitation, sont affectées par une
translation (ou, si l'on aime mieuz, par la transformation de Lorentz) de la
méme, maniere que les forces électromagnétiques.

1l convient maintenant d’entrer dans les détails et d’examiner de plus pres
cette hypothese. Si nous voulons que la force newtonienne soit affectée de
cette facon par la transformation de Lorentz, mous ne pouvons plus admettre
que cette force dépend uniquement de la position relative du corps attirant et
du corps attiré a l'instant considéré. Elle devra dépendre en outre des vitesses
des deux corps. Et ce n’est pas tout: il sera naturel de supposer que la force
qui agit a linstant t sur le corps attiré, dépend de la position et de la vitesse
de ce corps a ce méme instant t; mais elle dépendra, en outre, de la position
et de la vitesse du corps attirant, non pas a l'instant t, mais a un instant
antérieur, comme si la gravitation avait mis un certain temps a se propager”
— Henri Poincaré, 1905 ([80]).

“Most likely it would be unsatisfactory if the new understanding of the
concept of time, which is characterized by the freedom of the Lorentz transfor-

mations, is applied to only a branch of physics.
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Now many authors say that classical mechanics is contrary to the relativity
postulate, which is set here as the basis of electrodynamics.

In order to decide this let us concentrate on a special Lorentz transforma-
tion as determined by the equations (10), (11), (12) with a non-zero vector
b from any direction and a magnitude ¢ < 1.” — Hermann Minkowski, 1907
([60], [62, Chap. III, App., pp. 96-97]).

Em seus artigos de 1905, tanto Poincaré (cf. [79, §7, pp. 64-65], [80, §7, pp. 64-
65]) como Einstein (28, §10, p. 22]) discutem o efeito longitudinal e transversal sobre
a massa de um corpo sob a acdo de uma transformacao de Lorentz, confirmando as
observagos anteriores de Max Abraham ([88, §8.2, pp. 411-412]). Note-se que, embora o
tenham feito por abordagens distintas, em ambos os casos a analise se faz para particulas
em aceleracao moderada. Entretanto, apenas Poincaré se debruga sobre a questao da
gravidade de mancira mais aprofundada, tomando como ponto de partida seu principio
da relatividade, enunciado no Congresso de Artes e Ciéncias de Saint-Louis ([78]).

Note que Poincaré chega a discutir a questao da velocidade interferindo na expressao
da forca gravitacional ([79, §7, pp. 3-4]) e acaba por concluir que a gravidade é uma
onda que se propaga na velocidade da luz ([80, §9]). De fato, na tentativa de obter as
novas leis de atragao entre dois corpos, Poincaré observa que sao trés as condicoes a serem

satisfeitas:
(1). A equagao do movimento deverd ser invariante pela a¢ao do grupo de Lorentz;

(2). As componentes da forga gravitacional F' devem ser afetadas da mesma maneira que

as forgas eletromagnéticas;

(3). Quando os dois corpos estiverem em repouso, dever-se-a regressar a lei de atracao

original.
Poincaré segue ainda algumas regras complementares, entre elas
(4). Desviar-se o minimo possivel das equagoes originais da dinamica.

Nesse momento ele langa mao de argumentos puramente geométricos (no sentido de F.
Klein) e busca quadrivetores covariantes envolvendo tempo, posigao, velocidade, trabalho,
forca, massa e momento linear no afa de obter uma candidata a relacao que determine a
dinamica gravitacional e seja invariante pelo grupo de Lorentz. No entanto, nada indica
que ele tenha realmente seguido na direcao de reestabeler a forga como a taxa de variacao
da quantidade de movimento. Essa tarefa ficaria reservada a Hermann Minkowski (cf.
[60], [62, Ch. III, Appendix, p. 106]). Para tal tarefa, ele teve que desenvolver a nogao de
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espago-tempo apresentada por H. Poincaré e introduzir o conceito de tempo préprio (cf.
Definigao 1.17).

No entanto, em vez de buscarmos essa relacao seguindo a formulagao original de Min-
kowski, o faremos sob a égide das ideias de Poincaré, buscando uma relacao no formato de
um quadrivetor covariante P representando uma generalizagao do momento linear e um
quadrivetor covariante F' generalizando a for¢a, de maneira que a equacao do movimento
preserve a forma classica F' = %P em algum sentido.

Por envolver a massa e a velocidade, qualquer quadrivetor que se candidate a repre-

sentar uma generalizacao do conceito de momento linear deve envolver a expressao

onde U = ” )” é a quadrivelocidade nas coordenadas (zg, 1,2, 3) € m, é uma
L

constante que determina a massa de um corpo medida em um certo referencial inercial

fixado.? Sem dificuldade, se verifica que o quadrivetor

C(l, )
I,

P=mU=m,
Il

\_/Old

onde v = (d(ftl, d;t?, dd%), ¢ um excelente candidato & generalizacdo do momento linear,

uma vez que ¢ invariante por transformacgoes de Lorentz (cf. 1.29) e que suas dltimas trés

Mo
=(2)°

Se v for insignificante quando comparado com a velocidade da luz, entao recuperamos o

coordenadas se escrevem na forma P = mwv, onde m = ”(T”;W = ev = v
‘c

antigo conceito de momento lincar. Por outro lado, como tanto o momento linear como o

tempo préprio sao invariantes pelo grupo de Lorentz, entao fica bem definido o quadrivetor

dP
F=—
dr

que serd chamado de hiperforca. Para ter siginificado fisico na relatividade restrita, é

preciso mostrar o seguinte resultado:
Proposicao 1.21 A hiperforca € covariante com respeito ao grupo de Lorentz.

Demonstragao. Como toda transforma(;éo de Lorentz é uma transformagao linear, entao

comuta com o operador de derlva(;a,o . Segue que
dpP’ d , d d d ap
e E(moU) = E(moT(U)) = d_T(T(mOU)) = T(E(moU)) = T(d_T)'

Logo, F' e F sdo covariantes, i.e., FF =T(F). m

2Note que néo faz o menor sentido falar em massa de repouso, uma vez que nao é possivel identificar
um referencial privilegiado onde possamos garantir a inexisténcia de movimento. Alids, essa é a base da

teoria iniciada com o experimento de Michelson e Morley.
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Regressando as condigdes (1)-(4) de Poincaré, precisamos agora verificar qual relagao
guarda este quadrivetor com a forga original da mecanica classica. Primeiramente, recorde

que nas coordenadas (xg, z1, 2, r3) 0 momento se escreve na forma

MmoC (1 E)_m(cﬁ@%)
VI—wv2/ el N de T de T dt

Agora recorde que zg = ct, 1 = x, To = y e x3 = z, de onde segue que P se escreve nas

P=mU=

coordenadas (¢, z,y, z) na forma

dr dy dz
P—m<1,a,%,a>

Sendo F = (Fy, Fy, Fy, F3) nestas tltimas coordenadas, entdo temos

AP dPdr
- = = 2 /.2
W a VT verE

Concluimos entdo que

—mzmﬂ, (1.35)
< @) V1—02/F (1.36)
( _) Nipryrer) (1.37)
dt( ) V1—02/Fy (1.38)

Mais uma vez, se v é desprezivel quando comparado com ¢, entao as equagoes (1.36)-(1.38)

o &)

nos fornecem as equagoes originais da dinamica de corpos descrita na mecanica newtoni-
nana. Observe ainda que as equagoes acima sao exatamente aquelas obtidas originalmente
por Hermann Minkoswki em [60] (cf. [62, Ch. III, Appendix, p. 106]).

Neste momento é oportuno realizarmos uma pequena digressao. Apesar do quadrivetor
invariante fornecer a pista de como devem ser as equagoes da mecanica, sua interpretacao
fisica sé pode ser alcancada no espaco tridimensional dado por um referencial inercial
que o modele, uma vez que todos os experimentos sao realizados e mensurados nestes
modelos tridimensionais. E no espaco tridimensional que nossa consciéncia e nossa razao
atuam, é 14 que interpretamos os dados experimentais. Finalizaremos esta observacao
recordando que a propria definicao de variedade abstrata concorre para esta interpretacao,
uma vez que s6 a podemos conhecer através de suas cartas locais, da mesma forma que
para interpretar o mundo fisico, segundo a visao da relatividade restrita, é necessario um

sistema de referenciais inerciais.

“La masse a deux aspects : c’est a la fois un coefficient d’inertie et une

masse atlirante entrant comme facteur dans l’atiraction newlonienne. Si le
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coefficient d’inertie n’est pas constant, la masse attirante pourra-t-elle [’étre?

Voila la question.” - Henri Poincaré [78, p. 317]

Em vista das equacoes de Minkowski (1.35)-(1.38) e da digressdo acima, precisamos
ressignificar algumas das grandezas fisicas as quais estavamos habituados em mecanica
classica. A primeira observagao aqui é que o conceito de massa se nos apresenta de uma
forma diferente, como previra Poincaré. Agora ela ja nao é mais constante, mas varia com

a velocidade, assumindo a forma

m=—— (1.39)

V1= (/)2

Sua interpretacao como um coeficiente de inércia que cresce com a velocidade foi con-
firmada em aceleradores de particulas, mostrando que a teoria da relatividade restrita é
uma abordagem da realidade fisica mais precisa do que a mecanica de Newton.

Observando-se as equacoes de Minkowski, vemos que as componentes da forca na
mecanica cldssica surgem de (1.36)-(1.38) quando tomamos v = 0. De fato, basta mul-
tiplicarmos por /1 — (%)2 as ultimas trés componentes do quadrivetor hiperforca. Isso
mostra que parte deste quadrivetor ressignifica de maneira apropriada o conceito de forca
em mecanica classica.

Precisamos compreender agora qual o siginificado tridimensional da primeira compo-

nente dos quadrivetores P e F. Segue de (1.39) que

moc? = m2c? — m?v?

dx dy dz
2 N2 ZIN2 7N\2

= m2c

Derivando-se essa equacao com relacao ao tempo, obtemos

dm de d  dx dy,. d , dy dz.d 6 dz
_ 2.0 hatad Yhat kel W ZIN 7 SIN TN haied
= 2cm= g = 2Am ) (meg) = 2man) g (man) = 20meg) 2 (me).

Segue das equagoes de Minkowski que

d(mc?) = 2 Fydt = Fidx + Fydy + Fadz. (1.40)

2 coincide como o trabalho da forca por uni-

Logo, a taxa de variacao de quantidade mc
dade de tempo. Dessa forma, a grandeza E = mc? guarda relacao com a energia ciné-
tica da mecanica classica. Fagamos uma andlise mais detalhada desse objeto. De fato,
considerando-se a expansao em séries da expressao

2
v )—1/2

E =mc® =myc*(1 — =
2
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concluimos que uma boa aproximacao para esta expressao se dd por E = mgc? + %mov2

motivo pelo qual Minkowski chamou a rela¢ao (1.40) de lei da energia (Energiesatz). Essa

relacdo foi antes conjecturada de forma um tanto intuitiva por Einstein em ([29]).
Observe que a covariancia do quadrivetor massa-momento, ou energia-momento, ja

havia sido detectada por Poincaré em 1905 ([80, §9]), de onde ecle teria estabelecido a

2 nao fosse o fato de ter normalizado a velocidade da luz como ¢ = 1.

relacao E = mc
No entanto, a sua ressignificacdo apropriada, i.e., como um objeto fisico oriundo de um
quadrivetor covariante, s6 vem a ser realizada por Minkowski em 1907 (cf. [62, P. 107]).
Em outras palavras, estamos ressaltando o fato de que a ressignificacao destes objetos
tem uma origem filoséfica clara: o principio da relatividade que, segundo Poincaré ([78]),
estabelece a invariancia de todas as leis fisicas por referenciais inercais.

Note que essa relagao entre energia, massa e velocidade da luz no véacuo foi observada
primeiramente por Einstein em ([29]), mas de um forma um tanto intuitiva e matematica-
mente pouco formal. Einstein baseava seus raciocinios em experimentos mentais muitas
vezes imprecisos e mesclava indistintamente conceitos newtonianos com relativisticos sem
maiores explicagoes (cf. [19, p. 4]). Para citar um exemplo, basta observar como ele
redefine o conceito de energia cinética.

Essa abordagem intuitiva e matematicamente pouco formal tem sido pedra funda-
mental no avancgo da fisica tedrica e até hoje permeia os mais diversos textos basicos de
fisica sobre o assunto. No entanto, se ndés queremos nos apoiar no principio filoséfico da
relatividade, entao toda a ressiginificagdo da mecanica newtoniana tem de se basear em
grandezas covariantes e suas comparacoes com o mundo classico.

Finalizamos esse paragrafo recordando que na visao de Poincaré a gravidade se propaga
como uma onda, sendo ele o primeiro cientista conhecido a realizar tal afirmagao, seguida

de computos em seu modelo de particula de forma tal a sutenta-la.

“Rappelons que quand nous parlons de la position ou de la vitesse du corps
attirant, il s’agit de sa position ou de sa vitesse au moment ot l'onde gravifique
le quitte; pour le corps attiré, au contraire, il s’agit de sa position ou de sa
vitesse du moment ou l'onde gravifique [’atteint, cette onde étant supposée se

propager avec la vitesse de la lumiére.” — Henri Poincaré [0, § 9, p. 174]

1.4 Quadrivetores e geometria lorentziana

Nesta se¢ao, vamos interpretar os resultados da se¢ao anterior com o intuito de gecometrizar
adequadamente tanto o espago quanto as grandezas em estudo.

Antes mesmo da relatividade geral, a relatividade restrita ja oferece um modelo ge-
ométrico rico o suficiente para explorarmos, mesmo que seja como uma motivagao para

saltos mais distantes. Comecemos observando que cada referencial inercial fornece um
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par (U, ), onde U = RY3 e p(p) = x oferece um sistema de coordenadas que permite
identificar cada ponto p de R'? com as coordenadas . Como existem intimeros sistemas
de referenciais a escolher, também existe uma miriade de possibilidades para a escolha do

sistema de coordenadas.

Definigao 1.22 Diremos que um espaco topologico M € uma variedade lorentziana se ad-

mitir uma atlas lorentiziano {(Uy, o) bacr, i-€., tal que

i) {Us}taer € uma cobertura aberta de M;

ii) ©o: Uy = ¢a(Us) C RY € um homeomorfismo suave entre U, e um aberto de R'3

para cada o € I

iii) pg005": a(Us NUg) = 05(Us NUg) € um isomorfismo linear contido em O(1,3).

Desta forma, um ponto p € M podera ser descrito tanto pelas coordenadas x,, como
pelas coordenadas xs, desde que p,(p) = T, € ps(p) = xs. Como gy = @po p,! €
O(1, 3), isto equivale a dizer que x, e xz sdo covariantes. A mesma interpretagdo pode
ser dado a covariancia entre os quadrivetores carga-corrente.

Embora este nao seja o caso para os espagos euclideanos, em geral o espago das posicoes
se diferencia em muito do espago das velocidades. Em todo caso, iremos definir o conceito
de espaco tangente a uma variedade lorentiziana como segue: a cada ponto no espaco a
velocidade pode ser vista como o conjunto das curvas diferenciaveis que passam por cste
ponto e possuem a mesma derivada. Em cada ponto teremos entao um espago vetorial

isomorfo a R'3, i.e., T,RY® = {p} x R'3. A unido de tais espagos

TRY = | J T,R"

pER1’3

serd chamado de espago tangente a R e T,RY? serd chamada de fibra tangente em p.
Note que a essa estrutura esta associada a projecao natural

. TRY¥ — RIS

(p,v) = p

Uma aplicacdo suave s: R — TR serd chamada de secdo se associar a cada ponto de
R um ponto em sua fibra, i.e., se T o s(p) = p. Um referencial é sempre definido por
4 secoes linearmente independentes. Uma referencial canonicamente associado a carta
¢o 6 aquele dada por s,;(p) = [dpa(p)] ' (xa) - €;, onde &, = @u(p) e {€o, €1, €9, €3}
¢ a base canonica de RY3. Um referencial se comporta como uma base de um espaco
vetorial, com a diferenca de nao ser necessariamente constante. Nesse sentido, como gg,

¢ linear, sua derivada coincide com a propria aplicacao. Dessa forma, a covariancia entre
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( (1,1}/3) . . ~
U, = T, va)”£ eUp = Twonl S significa que estes representam a mesma segao do espago

tangente, i.e.,
P Ua =U = ¢5Up,

equivale a dizer que
(585, Uﬁ) = gﬁa(wa, Ua) = (gﬁa " La, Ypa - Ua)v

Raciocinio analogo pode ser usado para o quadrivetor trabalho-forca.
Neste conexto, a métrica de Lorentz tem a mesma expressao independentemente de

referencial, i.e.,
JE = dxa,O ® dxoz,O - dxa,l @ dxa,l - dxa,? ® dxa,? - dxa,?) & d$a73,

independentemente de o € I. De maneira anéloga, a diferencial dJ2: TR — R assume

a mesma forma independentemente do referencial. Mais precisamente,
L,
§dJ£ (ma) = Ta,0 ® dg;a,O —Za, & dwa,l — Za,2 ® dwa,? — Za,3 @ diL‘a,B

ualquer que seja oy = (To.0, Tals La2, Tas) € R, Além disso, dJ2 é invariante pela
s I 34 ) ) L

acdo natural do grupo de Lorentz em TR, i.e.,
dJ(xa) - Ua = 2J1 (25, Up) = 2J1 (gpa * Tas gpa - Ua) = dJ7 (gpa - a) - (9ga - Ua)

para todo gg, € O(L,3).
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Capitulo 2

Formulando o eltromagnetismo em

termos de formas

No intuito de melhor entendermos o que se passa no estudo da dinamica de uma particula
carregada, precisamos conhecer o comportamento dinamico dessa particula em diferentes
referenciais inerciais. Para concluirmos esse desidetato, iremos necessitar do conceito de
calculo exterior de Cartan. Essa tecnologia serda também 1til para melhor descrevermos o
campo eletromagnético e as equagoes de Maxwell. Trata-se, portanto, da imenrsao desses

conceitos fisicos em um novo arcabougo geométrico.

2.1 Tensores e formas diferencias

Conveniente recordar que originalmente Maxwell propds a sua teoria sem o concurso do
conceito de campo de vetores e do calculo vetorial, sendo esta uma contribuicao do Oliver
Heaviside a partir da obra de Hermann Giinter Grassman ([42]). Sem este dispositivo,
Maxwell teve de trabalhar com as seis func¢oes diferenciaveis correspondentes as compo-
nentes de cada campo em vez de lidar com dois campos de vetores E e B. Além disso,
em vez das quatro equagoes diferenciais (1.2) - (1.5), ele enfrentou oito.

E conveniente observar que a compreensao da natureza avanca de bragos dados com
advento de novas estruturas geométricas, que permitem uma melhor apreciacao das leis
naturais. Em nosso caso, temos a influéncia direta do desenvolvimento de certas areas
da matematica para novas formulagoes da teoria de Maxwell, a saber o célculo tenso-
rial desenvolvido por Gregorio Ricci-Curbastro e o célculo exterior desenvolvido por Elie
Cartan, o primeiro em por volta de 1900 ([82]) e o segundo na década de 1920 ([10]).

De fato, as formas diferenciais se originaram a partir da algebra de Grasmann ([43]),
tendo sido mais tarde desenvolvidas por Elie Cartan. Em 1844, Grassmann publicou
seu livro intitulado Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (cf.

[42, 43]), no qual desenvolve a ideia de uma &lgebra na qual os simbolos representam

35
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entidades geométricas, como pontos, retas ¢ planos, ¢ as operacoes correspondem a certas
regras de carater geométrico. Grassmann introduziu aquilo que hoje chamamos de algebra
exterior, baseado no conceito de produto exterior

aANb=—bAa.

Com base na algebra exterior de Grassmann, Cartan desenvolveu as formas diferenciais e
seu célculo exterior ([10]). Este tem se mostrado uma linguagem natural para a geometria
e a fisica, em particular para a teoria de campos, uma vez que sua anitissimetria fornece
belas formulas matematicas que simplificam a solugao de diversos problemas em ambas
as dreas ([83]). Faremos aqui um breve resumo sobre tensores e formas definidos sobre

espacos vetoriais.

2.1.1 Tensores

Vejamos agora a abordagem via tensores, populazidada na fisica por A. Einstein em sua
relatividade geral de 1916.

Definicao 2.1 Seja K um corpo e E um K-espaco vetorial, entao o conjunto dos funcionais
lineares L(E;K) serd chamado de espago dual de E e serd denotado por E*.

Proposigao 2.2 Seja 3 = {ey, .., e,} uma base do K-espaco vetorial E e f* = {&',..,e"} C
E* € definida por £'(ej) = 0;j, onde §;; =1 se i =j e &;; =0 sei # j, entdo * € uma

base de E*, chamada base dual de 3.

Definigao 2.3 Sejam E; e F' espacos vetoriais sobre K (1 =1,...,r), entao diremos que a
aplicagcio ¢: Fy X --- X B, — Fé r-linear quando seus valores (vy,- -+ ,v,) dependerem

linearmente de cada uma das varidveis v; € E, i.e.,

SO(,UD IR + Wy, - - '7U7'> = QO(Ul, cr Uyt '7U'l‘) + QO(Ul, ce, Wy, '7U7')

O(v1, -, AU, ) = Ap(Ug, -y Uiy, )

O conjunto das aplicagoes r-lineares assim definidas serd denotado por L(Ey, - -+ , E,; F).

T vezes S vezes
o . - B ’*_/h —_— )
Definicao 2.4 Seja E um espago vetorial, entao T7(E) = L(E*,--- ,E*,E,---, E; F) serd

chamado de conjunto de temsores contravariantes de ordem r e covariantes de ordem s
ou tensores do tipo (r,s). Dados t; € T, (E) ety € T}2(E), o produto tensorial de
t; porty € o tensor t; ® ty € T2 [72(E) definido por

s1+82
1 1
t1®t2(0é y 70/’1’ﬁ y Tt 76T27U17"' y Usq, W1, * * 7w82)
= tl(al)"' 70/"17,017”' 7U51)t2(ﬁlv'” 7Br27w17"' 7w52)7

onde o, 37 € E* evy,wy, € E, para todo i = 1,....m, j = 1,...,81, k=1,...,r ¢
621,...,82.
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Proposigao 2.5 Seja E um espago vetorial de dimensao n, entao T (E) possui a estrutura
de um espago vetorial de dimensao n""*. Mais precisamente, se {eq,...,e,} é uma base
ordenada de E e {&',...,e"} sua base dual, entio {e; @ ... R e; Qe @ ... ®&ls @iy, jp =

1,...,n} € uma base para T:(E).

Definigao 2.6 Seja E um espago vetorial real, entdo um campo tensorial do tipo (r,s)
sobre E é uma se¢cao C™ de TI(M). Tal conjunto serd denotado, indistintamente, por
TI(E) ou por T°(T'(E)). Um campo de vetores sobre E é um elemento de T (E) =
X(E). Un campo covetorial é um elemento de TP(E) = X(E*).

2.1.2 Formas diferenciais

As formas diferenciais foram introduzidas por Elie Cartan em 1922 ([10]). A menos de
alguns ajustes, a teminologia usada neste livro é aquela é aquela que tomou forma na
literatura corrente e é a que adotaremos na sequéncia. *

Definigao 2.7 Um tensor tensor w de tipo (0,p) sobre um espago vetorial de dimensao
finita E serd chamado de tensor alternado de tipo (0,p) ou p-forma se for completa-

mente antissimétrico, i.e., para todos Xy, ..., X, € E temos que
w(XU(l), cery Xa(p)) = (—1)UOJ(X1, ceey Xp),

onde (o(1),...,0(p)) € uma permutagao de (1,...,p) e (=1)7 € o sinal desta permutagao.

O espaco de todas as p-formas sobre uma variedade M serd denotado por AP(M).

Recorde da defini¢do de determinante na &dlgebra linear que (—1)™ representa o sinal

da permutacao w € Sy.

Defini¢ao 2.8 O operador de alterndncia alt: T)(E) — T)(E) ¢ definido por
1 T
alt {(eq,...,ep) = ol Z(—l) C(en(1)s s Cr(k))s
TESE

Note que a soma acima se d& sobre todos os p! elementos de S.
O operador de alternancia nos permite obter formas diferenciais a partir de tensores

do tipo (0,p) quaisquer.

Proposigao 2.9 Se ¢ € T))(E), entao alt(¢) € AP(E).

1Observe-se que aqui iremos utilizar a notacio corrente da derivada exterior, introduzida por Kihler,
em vez de / utilizado por Cartan. Da mesma forma, o produto exterior serd denotado através do produto
wedge A em vez dos colchetes & moda de Lie introduzidos originalmente por Cartan.
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Como o produto tensorial de formas em geral nao produz uma forma diferencial, esse

operador nos permite definir um produto fechado no espaco de formas da maneira seguinte:
Definigao 2.10 Se ¢ € T (E) e & € T)(E), entao a (p + q)-forma

|
CNE = (pqu?y alt(¢ ®€)

serd chamada de produto exterior entre ( e £.

Exemplo 2.11 Sea, 8 € AY(E), entao aNf = a®B—BR«a. Em particular, aNf = —BAa

eaNa=0

Proposigao 2.12 O operador A: AP(E) x A1(E) — APTI(E) € bilinear e satisfaz as sequin-
tes propriedades

(i) anf=(=1"BAa
(iii) @ A (BAC) = (aAB)AC.
para todo o € AP(E), f € A(E) e ( € A"(E).

A soma direta dos espagos A(E) =D,z

real e multiplicacdo induzida por A sera chamada algebra de Grassmann ou algebra

AP(E) com sua estrutura de espago vetorial

exterior.

Observagao 2.13 A definicao de produto exterior também pode ser extendida a vetores ou
campos de vetores. Por exemplo, no caso bidimensional o produto exterior de dois vetores
pode ser interpretada geométricamente como porgoes de planos orientados. O produto ex-
terior de vetores gozara das propriedades de bilinearidade, antissimetria e distributividade
em relagao a soma (cf. [25], [24]).

Proposicao 2.14 Seja F um espaco vetorial de dimensao n, entao

. se 0<p<n
d1mA”(E)={ (8) se p>n

Em particular, a dlgebra exterior A(E) := GAP(E) possui dimensdo igual a 2". Mais

ainda, se {e1,...,e,} € uma base de E e {e',...,e"} € sua base dual, entdo

{5“/\.../\5“’:1§z’1<...<z’p§n}

¢ uma base de AP(F).
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Para todo p € Z., a aplicacao lincar T': £ — F' determina uma nova aplicacao lincar
T*: AP(F) — AP(E), definida por

(T*w)(v1, .oy vp) = w(T(v1), ..., T(v,)),

quaisquer que sejam w € A"(F') e vy,...,v, € E. A p-forma T*w serd chamada de imagem
inversa ou pull-back de w por T'.

Definicao 2.15 Seja E um espaco vetorial real, entdo uma forma p-diferencial sobre E

¢ uma segio C™ de AP(E). O conjunto das p-formas diferenciais serd denotado ¥ (E).

Exemplo 2.16 Um campo covetorial coincide com uma 1-forma diferencial uma vez que
QNE) =T (E) = X(E*).

Podemos estender o conceito de derivada de uma funcao para formas diferenciais da

seguinte maneira:

Teorema 2.17 Seja U um aberto de R™, entao existe uma unica familia de aplicagoes
dP(U): QP(U) — QPYL(U), p=10,...,n, denotada simplesmente por d tal que:

(i) Para a € AP(U) e p € A1(U), temos

dla+p) =da+dp
dlaNp)=daNp+ (—1)PaNdS

(ii) Se f € C* € uma fungao real, entao a derivada exterior df coincide com a derivada
usual;

(iii) dod = 0.
A familia de derivagoes acima serd chamada de derivada exterior em M.

Observagao 2.18 O conceito de derivagao exterior foi introduzido por Elie Cartan com o

objetivo de atender a versao generalizada do teorema de Stokes (cf. [10]).

Defini¢ao 2.19 Seja X € X(E) um campo de vetores numa variedade M, entao a aplica-
¢io ix: AP(E) — AP~Y(E), dada por

X, Xs,...,X,) se p>0,

. w(
le(XQ, ...,Xp) = { 0 s p= 0

serd chamada produto interior de w por X.
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Proposigao 2.20 Seja X um campo de vetores sobre E, w € AP(E) en € N1(FE), entao
ix(wAn) = (ixw) An+ (=1 wA (ixn)

Diremos que uma forma diferencial w € Q¥(E) é uma forma fechada se dw = 0 e forma
exata sc existe o € A¥1(E) tal que w = da. Em particular, segue do Teorema 2.17 que
toda forma exata é uma forma fechada. A reciproca desta afimracao nao é verdadeira em

geral. No entanto, temos a seguinte reciproca parcial.

Lema 2.21 (de Poincaré) Seja E um espaco vetorial real e w € Q(E) uma forma fechada,

entdo para cada x € E, eziste uma vizinhanga U de x para a qual w|y é exata.

2.1.3 Formas diferenciais em coordenadas locais

Iremos agora expressar formas diferenciais em abertos de R™ em coordenadas locais.
Sendo {dz'} a base dual da base canonica de R", segue de um célculo imediato que o

operador linear dx’ representa a projecao na i-ésima coordenada de um vetor dado.

Definigao 2.22 Lema 2.23 Seja U um aberto de R" e A uma p-forma sobre U, dado um
sistema de coordenadas locais x, para U, entio A se escreve (na notagdo de Einstein)

como

1

A= =A; i dz™ A--- Ada'™,
p!

it ip

onde A;,..;, € C°(U) para todos iy,--- i, =1,...,n.

O espaco das formas diferenciais possui uma estrutura de algebra diferencial definida

COImo segue:

Proposicao 2.24 Seja U um aberto de R, A€ QP(U) e B € Q4(U), caracterizadas pelas

componentes A;..;, e Bj, .. j, num sistema de coordenadas locais x,,, i.e.,

1 , , 1 . A
A=—A; ;dx"" N---Ndx** e B=—B;. . dr’" N - Ndxl?,
p' 1 lp q' Ji-Jq

entdo seu produto ecterior se escreve como a (p + q)-forma:

(p+q)!
plq!

ANB = Apyoiy - By g, da™ N Ndz't A dat A - A da

Proposigao 2.25 Dada uma p-forma A, entao sua derivada exterior se escreve na forma

1 , A
dA = —'0#Ai1...ipd:v" ANdx™ A--- ANdx'™.
p!



