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2.2 As equacoes de Maxwell em termos de formas

Faremos aqui uma reformulacao das leis de Maxwell em termos de formas diferenciais.

Apés finalizar em 1922 o desenvolvimento do calculo exterior com formas diferenciais
([10]), Cartan passou os trés anos seguintes reescrevendo as leis da relatividade geral
de Einstein em termos dessa nova teoria numa série de trés artigos com o titulo “Sur les
variétés a connexion affine et la théorie de la relalivité généralisée” e diferentes subtitulos.
Assim, é no segundo artigo que ele aborda a reformulacao das leis de Maxwell em termos
de formas diferenciais ([12, Chap. V, p. 17]). Aparentemente, o primeiro livro texto onde
tal reformulagao aparece é o de H. Flanders, do inicio da década de 1960 (cf. [33]). Tal
abordagem foi ainda popularizada por Misner-Thorne-Wheeler ([63]) e outros papers que
lhes seguiram (cf. [83]).

2.2.1 O operador * de Hodge em R'3 e a codiferencial

Observe que os espagos A*(R™) e A" *(R") tém a mesma dimensdao. Com a finalidade de
simplificarmos as equagoes de Maxwell nao homogéneas em termos de formas diferenciais,
iremos agora introduzir trés isomorfimos lineares em A(R'?) chamados de estrela de Hodge

(mais tarde veremos que estes estao associados a chamada métrica de Lorentz):
x: AY(RY) — AYRY) | * f = fda® Ada' A d2® A do®
( xdx® = —dz' A d2? A d2?
xdrt = —da® A dx® A dx?
xdr? = dz® A dzt A da?
| xdad = —d2® A dzt A da?
[ *(da® A dxt) = —da® A do®

w: ANRY) — A3(RMD) |

*(dx® A dx?) = dat A da?

*(dx® N dx®) = —dzt A da?
£ A2(RYP) — A2(RYD) | #(dz' A do?) = da® A da®

*(dxt A\ dad) = —da® A da?

*(dz® A da®) = da® A dat

Sem dificuldade, podemos provar que a estrela de Hodge satisfaz as seguintes propri-
edades.

Proposicao 2.26 Sendo T: R* — R* um isomorfismo linear, entio
T*x = —det(T) x T.

Proposigao 2.27 O operador estrela de Hodge sobre R'? satisfaz a sequinte relagdo
s xa = (—1)knRHg

para todo o € AF(RY).
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Exemplo 2.28 Vamos encontrar o dual de Hodge de uma 2-forma F sobre R (com

mélrica de Lorentz). Seja

F = Fda® A da' + Fooda® A da? + Fozda® A da?
+ Fioda® A da? + Fisda' A da® + Fogdz? A da®,

entao

xF = Fyy * (dz® A dxt) + Fog * (da® A da?) + Fyg * (da® A da®)
+ Fig % (da' A da®) + Fig * (dot A da®) + Fys % (da® A da®)
= —Fyde? A da® + Fppda' A da® — Fyzda! A da®
+ Froda® A da® — Fiada® A da® + Fasda® A da'.

Exemplo 2.29 Vamos encontrar o dual de Hodge de uma 3-forma F sobre RY? (com

métrica de Lorentz). Sendo
F = Flosdaxt Adax? A da® + Foozda® A dx? A da® 4+ Fopsda® Adat Ada® + Fyiada® Adat A da?,
entao

*F = Flog * (do* A da® A da®) + Foas * (da® A daz? A da®) 4+ Fys # (da® A dat A da®)
+ Fopg * (dz® A dxt A dz?)

= — Flog % xda® — Fyoy % xdx’ + Fyi5 % xdx® — Fyo % xdz>.
3 023 013 0

=D+l = @, entdo

Como para uma 1-forma o temos * * a = (—1)
xF = —F123dl'0 - Foggdl'l + F()lgdl'z - F()lgdl'?)

A partir do operador estrela de Hodge, podemos construir a seguinte operador de

antiderivacao.

Definicao 2.30 Dada uma p-forma A sobre R*, definimos a codiferencial 6.4 da p-forma

A, como sendo a (p — 1)-forma:
SA = (—1)PPHD+L 4 g5 A,
Vejamos agora algumas propriedade elementares desse operador.

Proposigao 2.31 O operador codiferencial 6: Q*(R"?) — Q*~1(R'?) satisfaz as sequintes

propriedades:

1. 5(A+B) = 6 A+ 0B;

2. 5(A\A) = A(0.A);
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3. 62 =0.

Demonstragao. A linearidade segue diretamente do fato da codiferencial ser definida em
termos do operador de Hodge e da derivada exterior, pois ambos sao operadores lineares.
A tltima propriedade segue diretamente do Teorema 2.27 e do fato de d> = 0. m

Os dois exemplos a seguir serao importantes no estudo do eletromagnetismo.

Exemplo 2.32 Vamos calcular a codiferencial de wma 1-forma G sobre RY3. Por definicao,
temos
6G = (—1)P PO 4 1% G,

ondep=1,n=4es=1. Assim G =—*dxG. Sendo G = Godx® + G1dx' + Gydx? +

Gsdx3, entdo

*xG = —Godz* A dz? A dx® — Gida® A dz? A da® + Gadx® A dat A da® — Gsda® A dxt A de?.

Portanto,
d* G = —0yGodx® A dx' A da® A da® — 0,Grdat A da® A dx? A da®
+ 0yGadz® A dz® A dxt A da® — 05Gsda® A dz® A dat A da?
= [—6()G0 + 81G1 + 82G2 + 83G3]dx0 VAN dSL’l A d.’E2 VAN dSL’S.
Logo,
*d * g = [—80G0 + 81G1 + 82G2 + 83G3] * dI’O A dwl VAN dI’Q N dw?’
= [_BOGO + 81G1 + 82G2 + 63G3] * k1
= —[—80@0 + 01G + 0oGy + 83G3].
Segque que

0 =—*dx(g = —60G0 + 01G1 + 0;G9 + 83G3.

Exemplo 2.33 Passemos agora ao cdlculo da codiferencial de wma 2-forma F em RY3.
Sendo

F = F()ldx'o A dll‘l + Fogdxo AN d.’EQ + F()gdCCO A d$3
+ Flzdl'l A dﬂ?z + FlgdZL‘l N d$3 + Fdil’Q N dl‘g,

entao sabemos do Exemplo 2.28 que

«F = —Fydz® A dx® + Fooda' A da® — Fogdz' A da?
+ Fyodz® A da® — Fizda® A dz? + Fasda® A dxt.
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Logo,

d* F = —(0gFda® + 0y Fyydx') A da® A da® + (O Fopda® + 0y Fopdx®) A dat A da®
— (OpFosda® + 05 Fpsda®) A dat A da? + (0 Flada® + 0, F1odx®) A dx® A da®
— (01 Fyada’ + 03 F13da®) A da® A da? + (0o Fazda® + O3 Fazda®) A da® A da'!
= (=01 Fyy — OoFoy — O3 Fp3)dat A da® A da® + (—0oFo1 — 02 F1p — O3F13)da’ A da® A da®
(0

+ F02 61F12 + 83F23)d$0 A d[L‘l VAN dCE5 + (—60F03 + 81F13 + 82F23)dx0 A dl’l A dﬂ?z.

Temos entao,

SF = ( )2(4 2+1)+1 xdx F
= —xdxF
:*97

onde G € a 3-forma dada por

Q = (81F01 + 82F02 + 83F03)dx1 A dl‘z N dl’g + (80F01 + 82F12 + (93F13)dm0 A d£E2 A\ dlBB
+ (—aoFog + 81F12 - 5‘3F23)dx0 VAN d.fl?l AN de + (00F03 — 81F13 — 82F23)d.1’0 AN d.ﬁCl A d.]}z.

2.2.2 A forma eletromagnética e o tensor carga-corrente

“Les lacunes formelles laissées par Lorentz furent remplies par Poincaré.
Ce dernier formule le principe de la relativité comme une régle génerale e
rigourese. Poincaré, comme d’ailleurs les autres auters sus-mentionnés, sup-
pose que les équations de Maxwell sont valables méme dans le vide, et il en
deduit que toutes les lois de la nature doivent étre covariantes par rapport aus
transformations de Lorentz. L’invariance des dimensions d’un corps dans les
directions perpendiculaires a4 son mouvement est une conséquence naturelle
de la nécessité, pour l’énsemble des transformations de Lorentz, de former un
groupe mathématique, groupe dont l’emsemble des rotations ordinaires des axes
de coordonées est un sous groupe vide. De plus Poincaré corrigea les formules
des tranformations données par Lorentz pour la densité de charge et la vitesse
et obtient ainsi une totale covariance des équations de la theorie de l’electron”
— W. Pauli, 1921 ([72]).

E chegado entao o momento de descrever o ente matematico que da forma ao chamado
campo eletromagnético. Grosso modo, considerando-se dois referenciais inerciais distintos
com coordenadas (z,y, z) e (z/, v/, '), os campos elétrico e magnético (formulagao vetorial)

irao assumir a forma

8 o)
E-= @% + By + B2 B= mﬁ+&%+&w
E' = E;’aa:/ +El By’ +E; 82” B' = B/ :E’ +By ay’ +Bz’8z”
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onde

E, = E,, E;/ =(Ey — BB.), E. =v(E.+[(B.),

B, = B,, B, =~(B,—BE.), B, =~(B.+BE,).
Em outras palavras, dependendo do referencial, os campos elétrico e magnético fundem-
se em um s6 objeto. E o estudo da comportamento destas componentes dos campos
elétrico e magnético por transformagoes de Lorentz que sugerem a definigao da forma
cletromagnética a seguir.

Podemos agora formular a teoria de Maxwell em termos do calculo exterior. Vamos

considerar duas formas diferenciais
1 ij_ 1 i j ijk i j k
F= §Fijdx] = éFijdaj A da’ e J = Jijpdx" = Jipda’ N da? A dz”,
dadas em coordenadas locais de R por

F = Eyda® A dat + Eydx® A da* + Ezda® A da? (2.1)
— Bida® A da® — Bsda' A da® + Boda' A da®.
J = pdat Ada? A da® — 5ida® Ada? A da? 4 jada® A dat A da® — jada® Adat A da?. (2.2)

A 2-forma F sera chamada forma de campo eletromagnético e a 3-forma J serd chamada

de forma de carga-corrente. Note que a representacao matricial de F é dada por

Foo For Foo  Fos 0 Ey  Ey Ej
7] = Fyo Fu P Fs | | -E 0 =By By

Faoo For Fyy Fo3 —FEy B3 0 -8B

Fzo F31 F3 Fz3 —E3 —By B 0

O que faremos agora ¢é encontrar a formulacao das equacoes de Maxwell nessa nova lin-

guagem.

Proposicao 2.34 As equacoes de Mazwell homogéneas

0B
V-B=0 e —+VXE=0
ot
sao equivalentes a equacao
dF = 0.

Demonstracgao. Sendo

F = Eydz® A dxt + Eydz® A da® + Esds® A da?
— Bydx® A dx® — Bsda' A da? + Beda! A da®,
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entao

dF = (0yErdz® 4+ 03 Erdx®) A da® A da' + (0) Eada® + O3 Eqda®) A da® A da?
+ (01 Esdz1 + 0y Esda®) A da® A da® — (0gByda® + 0, Bida') A da? A da®
— (0o B3dx” + 03B3dx®) A da' A dx* + (8gBada® + 0, Boda®) A dat A da®
= —(01B1 + 0yBy + 03 B3)da’ A da* A da® + (03Fy — 0y B3 — 09 By1)da® A da? A da®
+ (03 Ey — 01F5 4 0yBa)dx® A dx* A dx® + (0, By — 01 Ey — 09 B3)da® A da' A da?

Logo dF = 0 se, ¢ somente se,

divB =0
0B
E + l"Ot(E) =0

Como desejado. =

Proposicao 2.35 As equagoes de Maxwell nao-homogénas

OE
V-E= — —VxB=—3
T 8 J
sao equivalente a equacao
OF = xJ.

Demonstracao. Sendo F = Edaz® A dz' + Eyda® A da® + Esda® A dx® — Bida® A da® +
Boda! A dx? — Bsdx! A da?, segue imediatamente do Exemplo 2.33 que 6. F = %G, onde

Q = (81E1 + 82E2 + 83E3)d331 N dZ‘Q A dl’3 + (80E1 — 8233 + 8332)d$0 A dSBQ A\ dl’g
+ (—80E2 — 01B3 + 8331)dx0 Adzt A dad + (80E3 — 01 By + agBl)de Adxt A da?.

Logo 6 F = %J se, e somente se, J = G. Esta ultima afirmacao é equivalente a

divE =p
OoF1 — 05 B3 4+ 03By = — 73 divE =p
O0yFy + 0185 — 0581 = —js {%—f—VxB:—j '
Oglis — 01 By + 02 By = —j3

Assim concluimos a formulagao exterior da teoria de Maxwell, que pode ser resumida
como o estudo da forma de forga eletromagnética F e de como essa interage com a forma

de corrente J, através das equacgoes de Maxwell-Cartan

dF =0 e 0F =xJ.
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Note que a equagao de continuidade segue de forma imediata da equagao nao-homogénea.

De fato, segue de (2.2) e da definicao de estrela de Hodge que

G=xJ
= px (dot A da? Ada®) — g x (da® A da® A da®) + gy x (do® A dat A da®) — g x (da® A dot A do?)
= —pda® + jydx' + jodz® + jada®.

Dessa forma,
O=(5(5}":5*J=>69=0=>5‘0p+31j1+02j2+83j3=0,
onde a tultima igualdade segue do Exemplo 2.32. Em outras palavras,

dp .
E—FV"?—O.

2.2.3 Os potenciais de calibre

Veremos agora que a formulagao via formas diferenciais nao somente simplifica as equagoes
de Maxwell como torna mais natural e tremendamente mais simples a discussao sobre o
potencial de calibre.

Comecemos observando que R3 é simplesmente conexo, logo a equacao de Maxwell
homogénea dF = 0 nos diz que existe uma 1-forma A tal que F = dA (Ver [1], Teorema
7.4.18). Em contrapartida, como d? = 0, a existéncia de um tal potencial implica auto-
maticamente na equagao de Maxwell homogénea dF' = 0. Analogamente, a existéncia de
uma 1-forma A tal que

F=dA (2.3)

resolve automaticamente a equacao homogéna. De fato, a forma A é exatamente o tensor
quadripotencial, i.e., A = A,dz®, pois, por (2.25), a expressao F = dA nos diz que

1
EF#adm”’ Ndx® = 0, Aqdx" N dz®

1
=3 (O Andxt N dx® + 0, Apdat A dz®)

1

=3 (O Andxt N dx® + 0, A, dz® A dat)
1

=3 (0 Andat N dx® — 0, A, dxt N dx®)
1

=5 (0, An — 04 A,) daxt A dx®

e isso é equivalente a dizer que

Fro = 0,Aq — 0,A,.



48CAPITULO 2. FORMULANDO O ELTROMAGNETISMO EM TERMOS DE FORMAS

Escrevendo-se A na forma A = ¢dz® + Adx' + Ayda® + Asda®, a equacao acima assume

a forma
Fig = 01Ag — 0o Ay By =0, (—¢) — 0:A; a4
F20 = 82140 — 80A2 = E2 = 8y (—¢) — é?tAg = F = —ng — E,
F39 = 03A0 — O A3 By =0, (—¢) — 0,A3

0 que coincide exatamente com o que tinhamos em (1.7).

Note ainda que a 1-forma A nfo é a unica candidata a potencial de calibre, pois toda
1-forma A + dy, onde x é uma fungao diferenciavel, satisfaz a equagao d(A + dx) = F.
Com essa formulacao, a transformacao de calibre assume a forma

A — A+ dy.
De fato,
A— A+ dy <= A,dx® = A,dx® 4+ 0, xdx® <= A, — Ao + OaX

que ¢ a transformacao de calibre classica. Naturalmente, as equagoes de Maxwell nao se

alteram mediante a uma nova escolha de calibre em concordancia com essa transformacao.

2.2.4 O solendide e o monopodlo em formas diferenciais

Vejamos agora como ficam os exemplos do monopdlo magnético e do solendide em formu-

lacao exterior. Isso torna mais natural o estudo do potencial de calibre em cada caso.

Exemplo 2.36 (Solenéide) Lembremos que, no caso do solendide, tinhamos um campo de

forcas tal que o campo elétrico € identicamente nulo e o campo magnético é dado por

B(t $): (070730) se p= \/(‘T2+y2)§a>
7 (0,0,0) se p=+/(22+12%) > a.

Assim, a 2-forma eletromagnética se escreve na forma

F = Eidx' Adx® + Eyda?® A dx® + Esda® A da® + Bydaz? A dx® 4+ Bsdz!' A da? + Boda® A dat

) Bodz Ndy se p=+/(2?+3?) <a,
0 se p=+/(22+y?) >a.

e a forma de potencial de calibre € dada por

Do (—ydz + xdy) se p=+/(22+1y?) <a,
+y

2(%%2)(—yal;n—l—:zcaly) se  p= /(a2
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Exemplo 2.37 (Monopélo magnético) No caso do monopdlo magnético, os campos elé-
trico e magnético sao dados por

E(t,x) =0;

B(t,x) = J (x,y, 2).
\/(xz +y2 + 22)°

Logo a 2-forma eletromagnética serd

F = Eidet A da® + Esda? A da® + Esda® A da®

+ Byda® A da® + Bsdz! A dx? + Bedx® A dat

= J (xdy N dz + ydz N\ dx + zdx A dy).

\/(az2 +y2+ 22)3

Devido a simetria das equacdes, € convenienle que passemos para coordenadas esféricas.

Assim teremos

x = rcosfsen o, dx = cos # sen ¢pdr — rsen f sen ¢pdf + r cos 6 cos ¢pdo,
y=rsenflsenp, = { dy = senlsenpdr + rcosbsenpdf + rsen b cos pdo,
Z = TCOoS . dz = cos ¢dr — rsen ¢pdo.

Entao

F = J (xdy N dz 4+ ydz N\ dx + zdx A dy)

\/(x2 +y? 4 22)°
= %T cos 0 sen ¢ (sen 0 sen ¢dr + r cos 6 sen ¢pdf + r sen 0 cos pdp) A (cos ¢pdr — rsen pde)
+ %r sen @ sen ¢ (cos ¢pdr — rsen ¢do) A (cos  sen pdr — 1 sen 0 sen ¢pdf) + 1 cos 6 cos ¢pde)
+ %r cos ¢ (cos @ sen ¢dr — rsen 0 sen ¢pdf + 1 cos 0 cos pd)

A (sen @ sen ¢dr + r cos 0 sen ¢pdf) + r sen 6 cos ¢pdo)

_9 (—r2 sgngbsenHCOSO + 72 sen@sgngbcos 9) dr N\ do

'r3

(2r2 sen 6l cos® ¢ cos O sen ¢ + 2r% cos 6 cos® ¢ sen f sen gb) dr N\ do
+ (r“cos Osenqb—H“ Senﬁsengbd¢+r cos gbsen@sengzﬁ—l—r cos? ¢ cos? Hsenqb) do N db
+ (T’QCOS QSengbcosgb—r Cos ¢ cos? QSenqﬁ) de N dr

+ (r sen@sen¢cos¢—r cosgbsen@sengb) df A dr

(r cos Qsen¢+r sen@sen¢dgb+r cos qbsen@senqb-l—r cos® ¢ cos? QSengb) do A do

sen ¢do A db.

Q ﬁw|‘© Tl Ule e c~|

Assim, sem dificuldade podemos encontrar um potencial, pois

F = gsengdo A df = —gd(cos ¢) A df = d (—gcos pdf) .
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Logo A = —gcospdf é um potencial para F. Mas sabemos do Exemplo 1.8 que nao
pode existir potencial global em R3\{0}. A primeira vista, isto parece uma contradigao,
devido ao fato de (—gcos ) ser uma fungao de classe C*. No entanto, fung¢oes angulo

2 Veremos agora a constatacao deste fato e também

nao estao bem definidas globalmente.
como, através de transformacoes de calibre, podemos encontrar potencias definidos em
abertos que combrem todo o R¥3\ {0}.

De fato, retornando as coordenadas cartesianas, observamos que
__Z
cosp = %,
0 = arctan £,
xT
r=/x2+y>+ 22

de onde, através de um cdlculo simples, obtemos

2y 2
S . P —
A 9( @) T ) y)

Naturalmente, este potencial € singular no eixo z. No entanto, tomando a funcao dife-
rencidvel f := g0, a transformacao de calibre F — F + df conduz a um potencial que é

singular apenas no eixo z negativo. De fato,

A+df = A+d(g9)
= —gcos ¢pdf + gdb
= g(1 — cos ¢)db
9

rz—+r

(zdy — ydz),

onde a ultima igualdade € oblida realizando a mudanga de coordenadas (z,y) = (r cos8,rsen ).
Essa forma possui uma singularidade em (0,0, z) quando z < 0, pois z+1r =z + |z| = 0.
De maneira andloga, tomando-se h = —g0, concluimos que a transformacao de calibre
A — A+ dh conduz a um potencial singular apenas no eizo z positivo. Assim encon-
tramos dois potenciais, um Ay = A+ df, definido sobre a regiago Uy = R\ (2 < 0) e
outro A_ = A+ dh, definido sobre U_ = R\ (z > 0). Entao, temos novamente dois
potenciais tais que a unido de seus dominios é todo o RM\ {0} e que diferem por uma

transformacao de calibre, pois

A, — A = (gdf — gcos ¢pdl) + (gdb + g cos pdf) = 29df = d (2g0) .

2.2.5 A invariancia das equacoes de Maxwell por transformacoes de

Lorentz

Iremos agora revisitar a invariancia das equacoes de Maxwell por transformacao de Lo-

rentz.

2Na realidade, isso se deve ao fato das chamadas coordenadas esféricas ndo serem propriamente uma

mudanca global de coordenadas.
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Recordando a transformacgao de Lorentz

Por uma questao de simplicidade, iremos repetir aqui o procedimento de Poincaré e Lo-
rentz (cf. [80]) e considerar unidades de medida tais que a velocidade da luz no vacuo
seja igual a uma unidade, i.e., ¢ = 1. Sendo assim, a transformacao de Lorentz assume a

forma mais simétrica

t'=1(t - Bzx)
' =~(x — pBt) 1

70 ]-) = 2.4
=y <pB<ly S (2.4)
2=z

Mais ainda, seguindo Poincaré, iremos procurar por transformagoes um pouco mais gerais,

que sao da forma

t' = ly(t — Bx)

y =1ty V1-52

=1z

também batizadas por ele como transformacoes de Lorentz.

Note que as equacoes de Maxwell homogéneas se preservam intactas, uma vez que
dI*F =T"dF =T*0=0.

Vejamos agora o caso das as equagoes de Maxwell nao-homogéneas. Como T é uma
aplicagdo que preserva a orientacao, entao 7™ comuta o operador *x de Hodge. Dessa
forma, se F/' =T*F e J' =T*7J, entao

OF =0T F=xd«T"F=T"xdxF=TO0F =T"xJ =«T*J =T,

o que mostra a invariancia das equacoes de Maxwell com relagao a T

Grandezas eletromagnéticas em coordenadas locais

Faremos aqui uma anélise da expressao local das grandezas eletromagnéticas nas coorde-
nadas de 5.

A forma eletromagnética. Comecemos pelo comportamento da forma eletromagnética

nas coordenadas S”: (¢, 2/, y/, z’) em movimento uniforme com relacao ao referencial S': (¢, z,y, z).
Seja T uma transformacao de Lorentz da forma T'(¢,2',y/, 2') = (¢ 'y(t' + fa’), 1y (2’ +
B, 071y 071 e

F = (=1)"Eydt Adx + (—1)2Eqdt Ady + (—1)" Esdt A dz
+ (=) Bydy A dz + (1) Bsdx A dy + (—1)"2 Byda A dz
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a forma eletromagnética, entdo vamos realizar o célculo de T*F (', 2',y/, z'). De fato, os

transformados das componentes elétricas da forma se escrevem na forma

7\ 2
T*(Bydt A dz) = (Z) By o Tt + Ba’) Ad( + B)]

2
- (%) By o T[(d + Bdx') A (da’ + Bdt)]
Y 2 2 / !
_ (Z) Ey o T[1 — B2dt' A dx
T*(Eqdt A\ dy) = Es o T[d(t' + pz') A dy]

Ey o T((dt' + Bdz') A dy]

|
/N 77 NN

= T = TR
N— N

Ey o T[dt' A dy' + Bdx’ A dy'],

T*(Bsdt A dz) = (

D=

) By o Tldt' Ad2 + Bda’ A d2).

Por outro lado, as componentes magnéticas assumem a forma

T*(Bidy N dz) = (712) By o Tldy' A d7'],

T*(Bydx A dy) = (%)BgoT[d:E-i-ﬁf)/\dy]
= (%) Bz o T[dx' A dy' + Bdt’ A dy'],

. (7 ,

T*(Byda A dz) = (E)BQOT (da’ + Bdt’) A dZ]
:(Z_2>B20de Ad + Bdt' A dZ].

Segue que
TF = K—E1 oTdt' Ndx' + = 7 E2 oT[dt' Ndy' + Bdx' N dy

£2E30T[dt NdZ' + Bdz’ A dZ] —E—BloT[dy A dZ']

2BgoT[d;I: Ndy' + pdt /\dy]+€ By o T|dz' Adz' + Bdt’ A dZ]

e
52 LBy oT(dt A de!] + Z (Ey — BBs) o T[dt' A dyf]
+ 5 Y (By + BBs) o T|dt' A d2'] — —B1 o Tldy' A d)
Z? (—By + BEy) o T[dx' A dy'] + Z? (B + BE3) o T[d2' A da']
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Desta forma, se a forma eletromagnética F' = T*F é dada nas coordenadas de S’ por
F' = Eldt Ndx + Eydt N dy + Esdt Adz — Bidy A dz — Bidx A\ dy — Bhydx A dz,

entao temos

Bi=4EoT,  Ey=(3)(B2—pBy)oT, Ey= (%) (Es+fBy)oT,
B) = (%) BioT, By=(%)(Ba+pBEs)oT, By=(%)(Bs—pEy)oT.

Isto mostra como se comportam em coordenadas locais as componentes da forma eletro-
magnética em face de uma transformagao de Lorentz.
A forma de carga-corrente. Recorde que a expressao da forma de carga-corrente é dada

no referencial S: (¢, z,y, z) por

J = pdx Ndy Ndz — j1dt Ndy A dz + jodt A dx A dz — jsdt Adx A dy
= pdx Ndy N\ dz — pvgdt Ady N dz + poydt A dx A\ dz — pvdt N dx A dy

Facamos agora um estudo de seu comportamento por mudanca de variaveis.

J =17
- %p o T(da’ + Bdt') Ady A dz' — % 1o T(dt + Bda') A dy' A dZ

2
+ Z—3j2 o T(dt' + Bda’) A (da’ + Bdt') Ndz" — Z—jg o T(dt' + pda") A (da’ + Bdt') A dy’

;(p B41) o Tdx' A dy' A dz’ + (6p—]1)ont ANdy NdZ
2

+Zﬂ1—ﬁﬁzoﬂﬁAdxAdz—%ﬂl—ﬁﬁyoﬂﬁAdmAdy
=% (1 — Bug) poTdx' Ndy' Ndz' + Zg(ﬁ—vl.)pont’/\dy’/\dz’
1 1

+ £—3Uy(p oT)dt' Nda' Ndz' — ﬁvz(p o T)dt' Ndx' N dy

Sendo J' = p'de Ndy N dz — jidt ANdy A dz + jhdt A dx A dz — ghdt A dx A dy, segue que

pr=m0=pua)pol, pv,=Fws—BpoT, pv,=zuv(poT), pv.=gvpoT),

de onde obtemos

~

/6 _ v — Vz
Pr=ml=PFu)pel, vi=15 Y%= a0 Y= 505w

2.2.6 A forma eletromagnética e a forca de Lorentz.

Recorde que a 2-forma de campo eletromagnético e a 1-forma a forma de corrente sao

dadas respectivamente por

F = E1da® Adzt + Eydz® A da® + Esdx® A da® — Bydaz? Ada® — Bsdx' A dx? + Bodx! Ada®.
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O que faremos agora é determinar o formato da for¢a de Lorentz na formulagao relativistica
das leis de Maxwell.

Recorde que sendo Sendo U C R um aberto, entdao o operador #: Q' (U) — X(U),
dado em coordenadas locais por

aodZL’O — aoao,

aydzt = —a;0,
asdr® — —ay0,
asdx® — —a30;

¢ um isomorfismo de C*°(U)-médulos.

Proposigao 2.38 O tensor forca-trabalho (hiperforca) de Lorentz F, pode ser obtido em

termos de formas diferenciais através da erpressao
Fr=—p(ivF)",

onde U = (UP) € a quadrivelocidade da particula pontual, p é a densidade de carga e iy F
€ a contra¢ao da forma F por U.

Demonstragao. Sendo U = ”((117;3)'& = (1’\21/11{?;3) = 7(1,v), onde v? = (v')% + (v*)? + (v3)?

ey = ﬁ Assim, segue da Proposicao 2.20 que

ivF = Erig(da®) - do' — Eyda® - iy (da') + Eyiy(da®) - da® — Eyda® - iy (da®)
+ Fsiy(da®) - da® — Esda® - iy (da®) — Briy(da?) - do® + Bida? - iy (dz®)
— Bsigy(da') - da? + Bsda' - iy (de?) + Byiy(da') - da® — Bada' - iy (da®)
= y(Eydrt — Eyv'da® + Fyda? — Eyv?da® + Fsdr® — Esvda® — Biv?da®
+ Biv*da? — Bsv'da?® + Bsv?dx' + Bov'da® — Byvtdat)
= —y(Ew' + Ey? + Esv®)da® + y(E) + Bsv? — Bov®)da?
+(Ey + Biv® — Byv')da? + y(E3 + Bov' — Byv?)da®.

Agora recorde de (1.34) que se f = (f1, f2, f3) = p(E +v x B) é a forga de Lorentz, entao

fl = ,O(El + U2Bg — UBBQ)
fg = ,O(EQ + U331 — UlBg)
f3=p(E3+v'By — v*By)

Dessa forma,
—p(ivF) =9((f - ’U)dxo — fidz' — fodz® — f3d$3],

de onde segue o resultado desejado, uma vez que Fp, = (f-v, f). =
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Chegamos entao a seguinte tabela comparativa entre as diferentes formulacoes para a

teoria de Maxwell apresentadas aqui.

Forma Vetorial Forma Exterior
Equagoes , V-B=0
" 9B LVXxE=0 dF =0
Mazxwell vV E=p F=J
8 _VxB=-j
Equacao
de % +V-j=0 5T =0
continuidade
Potencial B_vUxA
de B v oA F=dA
calibre ot
Transformacao
de ¢ =0 % A— A+ dy
) B —- B+ Vy
calibre
Forga de Lorentz | F = p(E +v x B) | Fp=—p(igF)*




